Mathematik (Klasse 7) I
Geometrie: , Geometrische Konstruktionen an Dreiecken”

Was dich erwartet

_ Aufgaben

Bausteine fiir ein
geometrisches Puzzle

6.1 Bestimmungsstiicke zur Konstruktion
von Dreiecken — Kongruenzsatze

. In einem Bleifenster mit schinem Glasmosaik ist eine dreieckige Scheibe
zerbrochen. Beim Glaser wollen wir ein neues Glas zuschneiden lassen. Wel-
che Mafle miissen wir mitteilen, damit wir ein Dreieck erhalten, das in Form
und Grifle genau mit dem alten iibereinstimmt? Geniigt es, wenn wir die drei
Seitenldngen angeben oder miissen wir auch die Winkel ausmessen?

In diesem Lernabschnitt beschiiftigen wir uns mit der Frage, wie man mit
mdoglichst wenigen Angaben entscheiden kann, ob eine geometrische Figur ge-
nau ,deckungsgleich” (kongruent) mit einer anderen Figur ist und wie man
diese konstruieren kann. Die Kongruenz von Dreiecken hat dabei besondere
Bedeutung, da man jedes Vieleck durch Diagonalen in Dreiecke zerlegen
kann.

1 Konstruiere die Figuren exakt in der angegebenen Form und GréfRe auf weifle
Pappe und schneide sie aus.
a) Welche Mafle der Figuren miissen gemessen werden, damit die Konstruktion ge-
lingt? Versuche mit moglichst wenig Angaben auszukommen. Am besten bewiltigt
ihr die Aufgabe in Partnerarbeit: einer misst und der andere zeichnet mit den ge-
nannten Mafien auf Pappe. Wechselt euch bei den Figuren ab.

Zur Kontrolle konnt ihr die ausgeschnittenen Pappfiguren auf die Originalteile legen.
b) Vergleicht eure Losungen mit denen anderer Gruppen. Habt ihr bei manchen
Figuren zu viele oder zu wenige Gréflen gemessen?

2 (jbertrage aus einer passenden Autokarte durch Konstruktion das Stadtedrei-
eck Kéln-Aachen-Koblenz auf ein DIN-A4-Blatt. Notiere, welche Gréfen du ge-
messen hast und beschreibe deine Konstruktion.
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3 Luici hat sich von einem Dreieck
die Seitenldngen AB = 10 cm und
AC = 6 cm gemerkt. Von der Seitenlén-
ge BC weif er nur noch, dass sie ent-
weder 3 cm oder 5 cm betrdgt.
Nach einem Konstruktionsversuch ent-
scheidet er, dass es 5 cm waren. Kann
er sicher sein?

4 Steckbriefe eines Dreiecks
¥=50° CA=35cm
a) Zeige, dass es verschiedene Dreiecke
zu diesem Steckbrief gibt, die nicht
deckungsgleich sind.
b) Weiteres Merkmal: CB = 6 cm
Ist nun die Konstruktion eindeutig?

3 Katrin misst bei einem Dreieck
c=8cm, o =45° B = 60°
Ist das Dreieck damit in Form und
Grofe festgelegt? Begriinde.

. Figuren, die nach GréRe und Form vollstandig iibereinstimmen, lassen sich durch

Verschieben, Drehen und Spiegeln genau zur Deckung bringen. Man nennt sie

deckungsgleich oder kongruent. In der Praxis stellt man kongruente Figuren z. B. mit-

hilfe von Gussformen oder Schablonen her. In der Geometrie kann man sie mithilfe
einiger gegebener GréRen eindeutig konstruieren. Bei Dreiecken geniigt hierfir die

Angabe von drei geeigneten Gréfien.

sind.

Ein Dreieck ABC ist eindeutig konstruierbar, wenn

$SS die drei Seitenlangen gegeben sind.

SWsS zwei Seitenldngen und das Mall des
eingeschlossenen Winkels gegeben sind.

Wsw eine Seitenldnge und die Grolle der
beiden anliegenden Winkel gegeben

Aufgaben
Basiswissen
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In der Mathematik erfolgen
die Bezeichnungen entgegen
dern Uhrzeigersinn.
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Beispiele A Konstruktion eines Dreiecks aus drei Seitenlingen.

Gegeben:a=2cm,b=3cm,c=4cm

Konstruktion mit - @ B @ @ ® 9 0 0 ® ® ® ® ® ® ® ® ® ® 8 ® ® ® ® © ® ®
Zirkel und Lineal Seite ¢ Kreis urm A mit Radius b Kreis um B mit Radius a  Dreieck vervollstandigen

Bl Konstruktion eines Dreiecks aus zwei Seitenldangen und dem MaR des einge-
schlossenen Winkels.

Gegeben:a=2cm,f=70°c=4cm

Seite a Winkel B Seite ¢ Dreieck vervollsténdigen

C] Konstruktion eines Dreiecks aus einer Seitenlinge und zwei Winkelmalen.

Gegeben:b=2cm, o= 70° y=40°
- & @ @ @ @ & @ @ ® ® ® ® ®  ® ® ® " ®® & & »  ®» @

Seite b Winkel ¢ Winkel Dreieck vervollstindigen

Ubungen 6| sind die beiden Dreiecke jeweils zueinander kongruent? Begriinde.
10 2 T D

a) |
=
|
|

_7| Die Dreiecke haben alle eine Seite der Lange 2,5 cm und Winkel von 35° und 60°.
a) Welche Dreiecke sind kongruent zueinander? Begriinde.

b) Konstruiere die Dreiecke in deinem Heft. Bei welchen Dreiecken musst du hierfir
eine zusatzliche Grole bestimmen?

(1) (2

) (3) 4)
| R e e e |
Wenn zwei Winkel
gegeben sind, kannst
du den dritten Winkel
3 leicht berechnen. |

-
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8! Mareike hat das Problem der Konstruktion eines Dreiecks mita=7cm, b =5 cm

und o = 30° geldst und auf Karten notiert. Ordne die Karten.
Seiteb=5cm Verbinde B und In A den Winkel
zeichnen (= o = 30° abtragen

Kennzeichne den
Schnittpunkt B

Kreis um C mit dem
Radius a = 7 cm zeichnen

9| zum Training

Konstruiere die Dreiecke. Schreibe die einzelnen Schritte wie in Auf-
gabe 8 auf. Zum Vergleich mit einem Nachbarn solltest du die ande-
ren Grofen messen. So hast du eine gute Kontrollméglichkeit.
a)a=6cm;b=4cm; c=8cm b)a=8cm; c=5cm; B =60°
c=5cma=35em;b=42cm d)c=5cm; oa=30°%p=70°
e) a=6,5cm; o=45% y=65° f) b=5cm; a=30°% B =35°

10| Goldgréber Joe bekommt ein drei-
eckiges Stlick Land zugewiesen: Eine Ecke
A liegt am Zusammentreffen des Colorado-
Baches mit dem Sioux-Bach. Die zweite
Ecke B liegt 50 m aufwiérts am Colorado-
Bach. Die dritte Ecke C liegt 40 m von B
entfernt am Sioux-Bach.

Ubertrage die Skizze in dein Heft und
zeichne das Grundstiick ein.

Kennzeichne die
Eckpunkte A und C

Ubungen

Planfigur

Strategie
e Zeichne zunachst eine Planfigur und
markiere die gegebenen Grélken griin.
¢ Beginne die Konstruktion mit einer
GréRe. Wenn du nicht weiterkommst,
dann kann der Beginn mit einer anderen
Grolte helfen.

e o e e

Eine Dreieckskonstruktion
mit Wahlmoglichkeiten.
Wie wird sich Joe entscheiden?

11 | Konstruiere ein Dreieck ABC mit AB = 4 cm, BC = 5 cm und o = 45°. Vergleiche

mit dem Ergebnis aus Aufgabe 10.

. Der Kongruenzsatz SWS garantiert die eindeutige Konstruktion eines Dreiecks aus

Basiswissen

zwei Seiten und dem eingeschlossenen Winkel. Wenn nun zwei Seiten und ein anderer

Winkel gegeben sind, so kommt es auf die Lage dieses Winkels an.

SsW Ein Dreieck ist eindeutig konstruierbar,
wenn zwei Seitenlangen und der
der langeren Seite gegeniiber-

liegende Winkel gegeben sind.

ID| Konstruktion eines Dreiecks aus a= 3 cm, b = 2 ecm, o. = 30°.

Beispiele

C
. o
(¥4 o
A A

- - ® ® ® ®» ®» ® ®» @ & &
Winkel o Seite b

Kreis um G mit Radius a

- & ® ® ® ® % ® & & @ ® * &
Dreieck vervollstandigen
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Beispiele E| Konstruktion von Dreiecken aus a = 3 cm, b = 2 cm, B = 30°.

Der Winkel liegt

der kiirzeren

Seite gegeniiber:

Keine eindeutige Lésung!

Winkel

Ubungen 12| Konstruiere Dreiecke aus den gegebenen Grofen. Kannst du von vornherein ent-

scheiden, ob die Konstruktion eindeutig ist? In einem Fall ergibt sich Giberhaupt kein
Dreieck. Woran liegt das?

a)b=4cm, c=6 cmund o = 30° b)a=5cm, b=4 cmund o = 30°
c)a=5cm,c=6 cmund o= 30° d)a=5cm, c=2cmundy=80°

Dreiecksungleichung: 1 3[ Auch aus drei gegebenen Seitenlangen lasst sich nicht immer ein Dreieck kon-
In einem Dreieck istdie  strujeren. Probiere es bei den folgenden Beispielen aus. Kannst du vielleicht schon von

s;’:;i Z‘:’;ri;:riﬁlt:i: vornherein entscheiden, in welchen Fillen die Konstruktion mdglich ist? Begriinde.
dritte Seitenlidnge. a)a=10cm, b=6cm,c=5cm b)a=10cm,b=4,3cm, c=3,8 cm
c)a=5cm,b=3cm,c=2cm d)a=6cm,b=4cm,c=1,5cm
b a '|4| Zufallsdreieck

Wirf drei Wiirfel. Die drei Augenzahlen sollen jeweils die Seitenldngen (in cm) a, b, ¢
eines Dreiecks sein,

C a) Entscheide jeweils nach dem Wurf von drei Wiirfeln, ob ein Dreieck mit den ent-
a+b>c sprechenden Seitenlangen konstruierbar ist.
b) Wie hidufig hast du bei 10 Versuchen das Dreieck konstruieren kénnen?

lﬂ a) Konstruiere den symmetrischen
Giebel eines Daches mit der Breite 10 m
und dem Neigungswinkel 38°, Gib dann
die Héhe und den Offnungswinkel des
Giebels an.

b) Welchen Kongruenzsatz hast du bei
der Konstruktion benutzt? Warum ge-
nigen hier zwei Angaben?

¢) Konstruiere den Giebel nun aus der
Breite und Héhe. Welchen Kongruenz-
satz benutzt du dabei?

Tﬁl Bei welchen Dreiecken geniigt fiir die eindeutige Konstruktion die Angabe

a) einer Seitenldnge? b) eines Winkels und einer Seite? c) zweier Seitenlangen?
Begriinde.
17] a) Bestimme durch Konstruktion H G

geeigneter Dreiecke die Ldnge der Raum-

diagonale AG und die GréRe des Winkels
o, den die Raumdiagonale AG mit der
Flachendiagonale AC einschlieft.
Esista=8cm,b=4cm,c=3cm. Lo W L O C
. b) Bestimme die entsprechenden GroRen .~
% bei einem Wiirfel mit der Kantenlédnge :
5 cm. Gib zuerst Schitzwerte an. A a B
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FI Beweisen mit Hilfe der Kongruenzsatze
Haufig entdeckt man in Figuren erstaunliche mathematische Zusammenhange, man
ist sich aber nicht sicher, ob die Vermutung immer zutrifft. Manchmal kannst du die

Kongruenzsitze zum Beweis benutzen.
Vermutung:

Im Parallelogramm halbiert der Diagonalenschnittpunkt M die Diagonale AC.

1. Wir zeichnen eine Planskizze eines
Parallelogramms mit den Diagonalen.

2. Wir suchen nach kongruenten Drei-
ecken, in denen die beiden Diagonalen-
teile als Seiten vorkommen. Die Dreiecke
ABM und DMC kommen infrage.

3. Nun miissen wir begriinden, dass
die beiden Dreiecke kongruent sind.
Die Seite AB des einen Dreiecks ist ge-
nauso lang wie die Seite CD des anderen
Dreiecks. (Warum?) Die Winkel o und o
sind Wechselwinkel, ebenso die Winkel B
und p’. Der Kongruenzsatz WSW garan-
tiert, dass die beiden Dreiecke kongruent
sind.

4, AM und MC sind einander entspre-
chende Seiten in den beiden kongruen-
ten Dreiecken, sie sind also gleich lang.

D C

. Beweise wie in dem Beispiel F: M halbiert auch die Diagonale BD.

. In einem beliebigen Dreieck wer-
den durch die drei Ecken jeweils Paral-
lelen zu den gegeniiberliegenden Sei-
ten gezeichnet. Auf diese Weise ent-
steht ein groferes Dreieck mit vier In-
nendreiecken. Beweise, dass die vier
Innendreiecke kongruent sind.

- In der regelmifigen Sechseckfigur
kannst du gleichschenklige und gleich-
seitige Dreiecke finden und solche mit
drei verschieden langen Seiten; ebenso
spitzwinklige, rechtwinklige und
stumpfwinklige Dreiecke. Von jeder
Sorte gibt es mehrere zueinander
kongruente Dreiecke.

Wie viele gibt es jeweils? Begriinde.

n In einem Quadrat werden auf je-
der Seite Teilpunkte markiert, die
gleich weit von der Ecke entfernt sind.
Diese vier Punkte werden miteinander
verbunden. Beweise, dass dabei wieder-
um ein Quadrat entsteht.

Beispiele

Beispiel fiir einen Beweis
mit Kongruenzsédtzen

Aufgaben




